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TD @ Equation générales de la mécanique
des fluides

Rappels de Cours

Equation de la conservation de la masse

< T—
E——dlv(p u)

Si le fluide est incompressible, p est une constante, et :

div(w) =0

Equation de la conservation de la quantité de mouvement
L’ équation de Navier—Stokes s’écrit :

p (G_u + (- ?)7) = _VP+ div(o’) + ?v

ou

p(%—?Jr(W.?)U) :—$P+MK7+<C+§)div7+?v

ou ( est une viscosité de volume non considéré dans notre cours.
Dans le cas d’un fluide incompressible newtonien et a viscosité constante,

div(e’) = pA T,

L’équation de Navier—Stokes par unité de volume se simplifie en :

oG+ (@ 91T = -Vr+ BT+ Fy

ot u est le champ de vitesse du fluide, p est la densité du fluide, P est la pression dynamique

H
du fluide, ¢ est le champ de gravité, 1. est la viscosité dynamique du fluide et F sont les forces
qui s’exercent sur le volume considéré (par exemple p ).
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Exercice 1 — Ecoulement d’un fluide visqueux le long d’une
pente

On étudie I’écoulement d’un fluide incompressible de viscosité dynamique p et de masse volu-
mique p sur un plan incliné d’un angle « par rapport a I’'horizontale. On suppose que I’écoulement
est stationnaire, unidirectionnel (selon Ox) et confiné sur une épaisseur h (voir figure 1. La pres-
sion a la surface libre est supposée égale a Iy.

y

F1G. 1 — Coupe du plan incliné.

a) En utilisant I’équation de conservation de la masse pour un fluide incompressible, montrer
que I’écoulement ne dépend pas de x. On notera donc le champ de vitesse sous la forme u(y).

b) En écrivant I’équation de la dynamique, montrer que la pression P est indépendante de .

C) Au vu de la question précédente, donner 1’équation différentielle vérifiée par u(y) et régis-
sant le mouvement du fluide suivant la direction (Oz).

d) Les conditions aux limites vérifiées par I’écoulement sont les suivantes :
- Ie fluide est immobile en y = 0.
- aucune contrainte ne s’exerce a la surface du fluide en y = A : ceci se traduit par

u‘y:h _ O
oy

En tenant compte de ces conditions aux limites, intégrer 1’équation obtenue en 3) pour en
déduire le champ de vitesse u(y).

e) Calculer le débit de I’écoulement a une travers une surface de largeur unitaire (¢ = 1) dont
la normale est suivant € .
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Exercice 2 — Ecoulement dans un cylindre

On se propose ici d’étudier 1’écoulement d’un fluide dans une conduite cylindrique de rayon R
et longueur L (L>>R). Pour cela nous ferons les hypotheses suivantes, le fluide est incompressible,
de viscosité cinématique v et densité homogene p, 'écoulement est supposé laminaire (pas de
terme non linéaire). Le mouvement du fluide dans la conduite est imposé par une différence de
pression stationnaire appliquée a ses deux extrémités : AP = P4 — Pg. Le gradient de pression
Py—Pg 0P

L oxr

est constant :

a) Quel est le systeme de coordonnées le plus approprié pour traiter le probleme ?

b) Le systeme est-il invariant suivant certaines directions ? Qu’en déduisez vous sur les déri-
vées ? De quelles variables d’espace dépend alors le champ de vitesse ?

C) Ecrire 1'équation de conservation de la masse. En utilisant la condition aux limites en
r = R, en déduire que u, = 0.

d) Peut-on faire ’hypothese d’un écoulement stationnaire en temps ?

E) La seule force extérieure étant suivant (Ox), il n’existe aucun forcage pouvant entretenir
un mouvement du fluide suivant ey. Le fluide étant visqueux, toute composante initiale de vitesse
ug sera dissipée au-dela d’un certain temps par frottement visqueux. Nous allons donc considérer
ug = 0. Ecrire et projeter suivant les trois axes 1’équation de Navier—Stokes.

f) En imposant que la vitesse doit rester bornée en tout point de I’espace, déterminer I’expres-
sion de la vitesse en fonction du rayon cylindrique en résolvant I’équation différentielle obtenue a
la question 5).

g) Calculer le débit () dans la section du tube.

On suppose maintenant qu’a 'amont de cette conduite se trouve un reservoir de rayon 7y
(avec R < Ry) rempli & une hauteur h(t) telle qu’a tout temps (R < h(t)). On suppose que
R, est suffisamment grand pour que 1’on puisse considérer, a chaque instant, I’écoulement dans
la conduite comme un écoulement de Poiseuille circulaire permanent (z.e. celui que 1’on vient de
déterminer).

h) Déterminer AP en fonction de h(t), en supposant le reservoir dans un régime hydrosta-
tique (I’extérieur du systeme est a la pression ).

i) Donner une autre expression du débit et en déduire une équation différentielle en h(t).
j) Déterminer h en fonction de ¢, g, v, L, R, R, et hy (hauteur initiale).
Application numérique : en prenant X = 1 mm, R, = 5 cm, et L = 50 cm, sachant qu’il a

fallu 4000 secondes pour que le niveau du reservoir baisse de hg = 5102 ma h = 2.5 1072 m,
déterminer la viscosité cinématique v du fluide et la comparer a celle de 1’eau.
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Exercice 3 — Nombre de Reynolds

Le nombre de Reynolds Re est défini comme le rapport des termes inertiels sur les termes
visqueux.

a) Dans le cas de I'océan ou I’atmosphere, Re est-il tres petit (Re < 1) ou trés grand
(Re > 1) 7 Vous justifierez brievement votre réponse.

b) Méme question en ce qui concerne le manteau terrestre.

On se propose maintenant d’estimer les valeurs de Re pour les milieux précédemment cités.

On rappelle I"équation de Navier—Stokes :

N
p (%—ZL + (7.grad)7) —p g —VP+ulAw

On note L et Uj respectivement une longueur et une vitesse caraciéristiques de I’écoulement.

C) Construire un temps caractéristique tg.

a—)
d) Donner I’ordre de grandeur de p 8_1; et it XU en fonction de p, u, L, Uy et t;.
UL Uyl
e) En déduire que Re = pron _ 2oz

f) Calculer Re pour :

e le manteau terrestre : L ~ 2900 km, U, ~ 1 cm/an, p ~ 5000 kg/m?® et ;1 ~ 10?' Pa.s,

e latmosphere : L ~ 20000 km, Uy ~ 450 m/s, v ~ 1.4 10~° m?%/s (on rappelle que v = p1/p),
et comparer avec vos prédictions de la question 1).



