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Exercice 1 — Question de cours — Application du theoreme de
Stokes

On a vu en cours le théoréme suivant :
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a) Précisez comment sont reli€set S dans le cadre de ce théoreme.

On considére le champ vectoriel suivant exprimé en cooréesinylindriques :
Z(p, 0,2) =3p* €p+22¢..
b) Calculez la circulation det le long d’un cercle de rayoR centré enD (origine du repere
cylindrique) et appartenant au plan horizonta 0).
C) Calculez le champ vectorieﬁZ(p, 0,z).

d) Calculez le flux du champ vectori@t A a travers une demi-sphére de ray®ncentrée en
O et dont le cercle équatorial repose sur le plan horizontal ().

e) Retrouvez-vous le résultat prédit par le théoreme de Stokes ?

Exercice 2 — Reconnaissance d’'un systeme électrostatique chargée

On considére la distribution de charges électrostatiquaaaht naissance au potentiel électrosta-
tique suivant exprimé écrit en coordonneées cylindriques :
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ou \ eta sont des constantes.
a) Calculez le champ électrostatiq@p, 0, z) associé au potentiél.
b) Tracez qualitativement les lignes d’équipotentiel (ligrmel le potentiel est constant) ainsi

gue les lignes du champ électrostatique (lignes tangentésue point au champfj) en expliquant
brievement comment vous obtenez ces lignes.

C) A partir des lignes d’équipotentiel et des lignes de charaptéstatique obtenues a la ques-
tion c), en déduire comment sont distribuées dans I'espacehlarges électrostatiques a 'origine du

potentielV et du champ électrostatiqll_é.

Exercice 3 — Champ de gravité d’'une planete a deux couches

Un astrophysicien est en charge d’interpréter des mesuaesetriques (mesures du champ de
gravité g et du potentiel gravitationnél) effectuées a bord d’un satellite qui a gravité autour d’une
planete (supposée sphérique) de raygncomme schématisé sur la figuteLes mesures ont été

réalisées a plusieurs hauteurpar rapport a la surface de la planéte.
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FIG. 1 — PlaneteP et satellite de mesur€ gravitant autour a une hautelurLa planeteP est consi-
dérée comme parfaitement sphérique de ragpnavec deux couches internes de densités distinctes,

un noyau de densiteéy et un manteau de densjig;.

Pour chaque hauteur, le satellite a décrit plusieurs cycles de révolution autiila planete afin
d’obtenir une cartographie fine des variations spatialeg/det U en fonction ded et ¢ ( respec-
tivement la colatitude et la longitude des coordonnéesrgples attachées au centre de la planéte

0).



a) Les mesures de potenti€l indiquent un po-
) tentiel de gravité constant en fonction du rayon
a I'extérieur de la planéte, sauf dans une zone ou
3 les lignes d’équipotentiel décrivent une « bosse »
';ugn_e‘ » comme schématisée tres simplement sur la figure
e 2. Cette zone coincide avec les traces en surface de
'impact d’'un corps étranger sur la planéte. Sil'on
suppose que la bosse de potentiel est due a I'ano-

FIG. 2 — Ligne d’équipotentiel décrivant malie de masse provoquée par ce corps étranger,
une « bosse » au dessus d’une région par- comment doit étre la densité du corps étranger par
ticuliére de la planété. rapport a la densité de la planetg en surface. On

justifiera sa réponse a l'aide d’'une démonstration
(qui pourra étre qualitative, i.e. sans équations).

Des mesures sismologiques réalisées a l'aide de capteynsséis a la surface deont indiqué
que l'intérieur de la planete est constitué de deux coucbies premiere couche au centre, le noyau,
de rayonr = Ry, puis une deuxieme, le manteau jusqu’en surface en Rp (voir figure 1). La
densité moyenne du manteau a pu étre estimég & 3500 kg/m.

L'astrophysicien veut alors déduire des mesures graviquetsl'expression analytique du champ
de gravité a l'intérieur et a I'extérieur de la planéte ; il veut notamment déterminer la densité
du noyau de la planétepy.

Il se souvient alors de son cours TUE302 et sait qu’il existssipurs méthodes pour calculer
I'expression du champ de gravité générée par une distibbalie masse.

b) Dans un premier temps, il essaie de calculer le chanen un point) quelconque a
I'extérieur de la planéte en utilisant la méthode directs,iptégration volumique de la distribution
de masse.

Ecrire avec cette méthode la forme intégrale du champ ddté@rau point) (voir figure 1)
en précisant la signification physique de toutes les grasdgilisées dans l'intégrale. On ne vous
demande pas de développer de calcul dans cette question.

L'astrophysicien abandonne finalement cette méthode pugé trop difficile ; pouvez-vous ex-
pliquer pourquoi ?

Il préfére finalement utiliser le théoréme de Gauss pourutalde champg a l'intérieur et a
I'extérieur de la planet@. Il veut utiliser la méthode suivante :

— Dans un premier temps, calculer le champ de grayitgénéré par une boule de cenfdede
rayonRp et de densite,,.

— Dans un second temps, calculer le champ de grayigénéré par une boule de cenfede
rayon Ry et de densitéd\p = py — pus-

— Appliquer ensuite le principe de superposition pour abterchamp total d’'une planéte a deux
couches telle la planéte.



Dans la suite de I'exercice, on vous guide pour réaliserlimutaouhaité par I'astrophysicien.

C) Soit une boule de centr@, de rayoniy et de densité de masse volumique unifopge

Calculez le champ de gravitg en un point) a I'extérieur de la boule. On explicitera toutes les
notations utilisées en expliquant en particulier la méehade calcul utilisée.

Calculez le champ de gravité en un point)/ a l'intérieur de la boule.

d) Soit maintenant une boule de centve de rayonRy et de densité de masse volumique
uniformeAp = py — pur.

Calculez le champ de gravitg en un point)/ a I'extérieur et un autre point/ a l'intérieur de
la boule.

e) On considére maintenant la planétede centreO et de rayonRp, portant une densité de
masse volumiquey entre les rayon$ et Ry (cf figure 1) et une densité de masse volumiqug
entre les rayonsly et Rp. En vous aidant des deux questions précédentes et a I'aigeirtiipe
de superposition, calculez le chargp en tout point de I'espace, a l'intérieur et a I'extérieur de |
planete.

On vous demande de retrouver en particulier que

My + My

g =-G ¢, pourr > Rp, 3)

7/.2
ou My et M), sont respectivement la masse du noyau et la masse du maet&apldnete”.

f) Maintenant que vous avez déterminé I'expression souhgétekastrophysicien (equatiod))
pour décrire le champ de gravité a I'extérieur de la plan@tes utilisons les données mesurées par
le gravimétre embarqué a bord du satellite : la valeurs muoyeie la composante radiale du champ
de gravité mesuré A = 300 km est égale a 2.66 m/Sachant quéip et Ry sont respectivement
estimés a 3000 km et 1200 km, en déduire la densité moyenneydw a partir du modele a deux
couches obtenue en e). On dorghe: 6.67 107! S.I.

D’autres mesures ont été effectuéds=a400 et 500 km et ont donné respectivement 2.51 et 2.37
m/s* également pour la moyenne de la composante radialg dées derniéres mesures confortent-
elles le modele a deux couches ?

Tracer qualitativement l'allure dgg’| & l'intérieur et a I'extérieur de la planéte a partir des
expressions obtenue en e). Pour le tracégleentre Ry < r < Rp il sera judicieux de calculer la
valeur dgfg’| enr = Ry etenr = Rp afin de se donner des points d’ancrage.

Champ de gravité terrestre
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Sur la figure3, on a tracé le modele
moyen du champ de gravité terrestre
pour l'intérieur de la Terre construit avec
les observations. Comparez le champ de
gravité de la planet# avec celui de la
Terre ? Commentez. o 1 2

|g| en m/s?

3 4 5 6
r (m) x 10°

FiG. 3 — Champ de gravité terrestre en fonction du rayon.



