
Outils Math�ematiques - L1 - 2004/2005 - D. BritoTP informatique n�42 s�eances de 3 heuresPr�eparation �a remettre lors de la premi�ere s�eance, semaine du 8 Novembre 2004.Int�egration num�eriqueIntroduction et Pr�esentation du TPIl est courant en G�eologie et en G�eophysique de faire face �a une int�egralequ'il est impossible de calculer analytiquement. C'est souvent pour une desdeux raisons suivantes que l'on ne peut pas calculer cette int�egrale:- cas 1: on ne connâ�t pas la primtive de la fonction �a int�egrer,- cas 2: on a des donn�ees recolt�ees sur le terrain ou durant une exp�erience aulaboratoire qui se pr�esentent sous la forme d'une s�erie de points (voir �gure 1 o�upour une abscisse donn�ee on a une ordonn�ee mesur�ee). On ne sait pas dans ce cascalculer analytiquement l'aire d�e�nie par le nuage de points et l'axe des abscisses.
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Figure 1: Exemple de donn�ees exp�erimentales o�u il est di�cile analytique-ment de calculer l'aire d�e�nie entre les points exp�erimentaux et l'axe desordonn�ees.Dans les deux cas ci-dessus, on proc�ede alors �a uneINTEGRATION NUMERIQUEBeaucoup de sch�emas num�eriques d'int�egration existent: ces sch�emasnum�eriques proposent divers algorithmes num�eriques adapt�es pour calculer1



l'int�egrale. La \complexit�e"du sch�ema num�erique ou de l'algorithme aug-mente avec le degr�e de pr�ecision que l'on attend pour le r�esultat. Dans notreTP, on se satisfera d'un sch�ema d'int�egration tr�es simple bas�e sur la m�ethodedes trap�ezes d�ecrite en d�etail dans la partie 1 de l'�enonc�e.La partie 2 d�ecrit le travail de pr�eparation que vous devez e�ectuer avantle d�ebut du TP. Ce travail est �a rendre sur papier lors de la premi�eres�eance du TP4.La partie 3 a) et b) consiste �a programmer la m�ethode des trap�ezes enutilisant le logiciel Delphi 4 utilis�e lors des TP2 et TP3. Cette m�ethode destrap�ezes est appliqu�ee �a deux cas particuliers: a) on appliquera le sch�emad'int�egration �a la fonction suivante f(x) = x2 sin x dont on connâ�t la primi-tive: on pourra ainsi comparer la valeur de l'int�egrale num�erique �a la valeuranalytique. b) on calculera la masse de la Terre �a partir d'un mod�elede densit�e. Ces deux calculs constitueront l'essentiel de la premi�ere s�eancedu TP4.La partie 4 consiste �a repr�esenter sur deux �gures les calculs e�ectu�esdans la partie 3.En�n, la derni�ere consiste �a manipuler les donn�ees exp�erimentales de la�gure 1.Pour r�esumer, l'objet du TP est d'e�ectuer des int�egrations num�eriqueset de repr�esenter les r�esultats sur une �gure.N.B.:1) Lors de la premi�ere s�eance de TP, vous aurez acc�es directement sur lesordinateurs au corrig�e du TP sous la �chier d'un �chier ex�ecutable, �chierappel�e \TP4.exe".2) N'oubliez pas de commencer par cr�eer un repertoire TP4 sur votre \compte"informatique d�es le d�ebut du TP.C'est dans ce repertoire que nous irons�evaluer votre projet.1 Le sch�ema d'int�egration: la m�ethode destrap�ezesSoit une fonction f(x) d�e�nie entre deux points x0 et xN comme sch�ema-tis�ee sur la �gure 2a. On veut int�egrer cette fonction f(x) sur l'intervalle[x0,xN ]. Pour proc�eder �a l'int�egration num�erique de cette fonction, on dis-cr�etise l'intervalle compris entre x0 et xN en N intervalles �egaux de longueur�x comme sur la �gure 2a.La m�ethode d'int�egration des trap�ezes consiste alors �a int�egrer lafonction f sur chaque intervalle [xi,xi+1]=�x en utilisant l'algorithme ou le2
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b) c)Figure 2: a) Fonction f(x) �a int�egrer en fonction de x. L'intervalled'int�egration [x0,xN ] est discr�etis�e en (N + 1) points �equidistants xO :::: xN .Les �gures b) et c) sont des illustrations du sch�ema num�erique utilis�e donn�edans la formule (1). L'int�egrale entre deux points xi et xi+1 peut se compren-dre comme soit b) l'aire du trap�eze xixi+1fi+1fi soit c) l'aire du rectangle debase xixi+1 et de hauteur 12(fi + fi+1).sch�ema suivant:Z xi+1xi f(x) dx = �xh12fi + 12fi+1i +O(�x3f") o�u fi = f(xi) (1)Remarque : Le second terme du second membre de l'�equation 1 quanti�el'erreur commise sur l'int�egrale de f en utilisant la m�ethode des trap�ezes; biensûr, le sch�ema num�erique de la m�ethode des trap�ezes n'est qu'une m�ethodepour approximer la valeur exacte de l'int�egrale. En choisissant ce sch�ema,l'ordre de grandeur de l'erreur est quanti��e par la valeur �x3f 00 faisant in-tervenir la valeur du pas d'int�egration �x ainsi que la d�eriv�ee seconde dela fonction f . La valeur de l'erreur est bien entendu fondamentale quandon cherche �a faire des calculs tr�es pr�ecis. Sachez simplement qu'il existe dessch�emas num�eriques plus pr�ecis que celui utilis�e ici mais que le sch�ema bas�esur les trap�ezes nous su�ra pour la pr�ecision recherch�ee dans les exercices.Le signi�cation du sch�ema num�erique (1) est donn�ee sur les �gures 2b et2c. Pour int�egrer une fonction entre 2 points xi et xi+1, on calcule l'aire dutrap�eze de�nie par les 4 points xixi+1fi+1fi (�gure 2b) ou encore l'aire durectangle de largeur le pas d'int�egration �x de hauteur 12(fi + fi+1) (�gure2c). On \comprend" alors que plus on prend un pas d'int�egration �x \petit"et plus on se rapproche d'un calcul pr�ecis pour la valeur �nale de l'int�egrale.En it�erant le sch�ema sur tout l'intervalle d'int�egration [x0xN ] (it�erer lesch�ema 1 signi�e que l'on fait varier l'indice i dans l'�equation) on obtientla formule suivante pour l'int�egrale de f entre x0 et xN :Z xNx0 f(x) dx = �xh12f0 + f1 + f2 + � � �fN�1 + 12fNi +O(�x3f") (2)3



2 Pr�eparation du TPA rendre au d�ebut de la premi�ere s�eance de TP2.1 Le sch�ema des trap�ezesSoit une fonction f que l'on veut int�egrer sur un intervalle [x0; xN ] par lam�ethode des trap�ezes pr�esent�ee dans la partie 1.a) Ecrire la relation qui lie �x et N (le nombre d'intervalles choisi)b) D�emontrer que l'aire du triangle et l'aire du rectangle des �gures 2sont �equivalentesc) D�emontrer pourquoi la relation 1 aboutit �a la relation 2.2.2 Int�egration de Z �0 f(x)dx = Z �0 x2 sinxdxLors de la premi�ere application de la m�ethode des trap�ezes, on aura �a calculerl'aire d�e�nie par la fonction f(x) = x2 sin x entre 0 et � repr�esent�ee sur la�gure 3.a) Chercher la primitive de cette fonction (par int�egration parparties) et en d�eduire la valeur de l'int�egrale entre 0 et �.
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Aire  a calculerFigure 3: Fonction f(x) = x2 sinx entre 0 et � (traits pointill�es). L'aire �acalculer est en gris�e sur la �gure.b) Ecrire l'algorithme permettant d'appliquer le sch�ema num�erique(2) pour l'int�egration de (3).Pour vous guider, il faudra:1) se donner une valeur de �x. 4



2) \rentrer" les valeurs de xi et f(xi) en chaque point i de l'espace discr�etis�e.3) proc�eder �a l'int�egration en utilisant (2)).Remarque: Il faudra au pr�ealable, d'une part, pr�eciser les types devariables (entier, r�eel, complexe, tableau etc ...) que l'on utilise dans leprogramme pour N;�x; xi; fi etc... D'autre part il faudra r�e
�echir �a: quellesseront les variables globales, quelles seront les variables locales selon lesbesoins dans le programme.Transcrire l'algorithme en langage Pascal classique (vu dans les exercicesd'introduction au Pascal).2.3 Int�egration de la masse de la Terre �a partir d'unmod�ele de densit�eLors de la deuxi�eme application de la m�ethode des trap�ezes, on aura �a cal-culer la masse totale de la Terre �a partir d'un mod�ele de densit�e. Dans lapartie 3 de l'�enonc�e, on donnera plus pr�ecis�ement une densit�e � (ou massevolumique) en g=cm3 en fonction du rayon en km.Ecrire l'int�egrale qui permet de retrouver la masse totale de la Terre en kg(int�egrale volumique); il faut trouver en particulier le coe�cient multiplicatifqui permet d'obtenir une masse de la Terre en kg �a partir d'une densit�e eng=cm3 et un rayon en km.
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3 Ecriture sous Delphi 4 du sch�ema des trap�ezes:Premi�ere s�eance du TP43.1 Int�egration de f(x) = x2 sinx entre 0 et �Pour tester notre sch�ema d'int�egration (2), nous allons calculer num�erique-ment la valeur de l'int�egrale suivante:Z �0 x2 sin(x) dx (3)En l'occurrence, la primitive de cette fonction est connue; vous l'avez calcul�edans la partie 2 du TP.Puisque l'on connâ�t la valeur analytique de cette int�egrale, l'objet dece premier exercice est de tester le degr�e de pr�ecision du sch�ema num�eriqueen faisant varier la valeur du pas d'int�egration �x (ou encore le nombre depoints N sur l'axe des abscisses).Objets dans le projet delphi (voir corrig�e)Seuls 5 objets seront n�ecessaires dans ce projet.- un objet MainMenu dans lequel on d�e�nira une proc�edure pour quitterle programme, une proc�edure pour calculer l'int�egrale de f , une proc�edurepour calculer la masse de la Terre et en�n deux proc�edures de dessin pourrepresenter les r�esultats.- un objet Memo pour a�cher le r�esultat de l'int�egration de f .- un autre objet Memo pour a�cher la masse de la Terre.- un objet Image (dans le sous-r�epertoire Suppl�ement de la barre de menu)dans lequel on viendra repr�esenter la fonction f et son int�egrale.- un objet Image dans lequel on viendra repr�esenter le mod�ele de densit�e etla masse de la Terre.Ecrire la proc�edure permettant d'appliquer le sch�ema num�erique (2) pourl'int�egration de (3) (l'�equivalent du menu integrationf dans \TP4.exe"). Suivrel'exemple: on doit ensuite a�cher dans un objet Memo le nombre de paschoisi N , le r�esultat de l'int�egration, la di��erence entre le r�esultat num�eriqueet la valeur th�eorique a�ch�ee avec 10 chi�res apr�es la virgule.Faire varier N=5,10,20,30,40,50,100,1000. Que constatez vous concernantla pr�ecision du r�esultat?
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ManteauNoyauGraineFigure 4: Mod�ele de densit�e (pointill�e) PREM. Les r�egressions lin�eaires sonten trait continus.3.2 Int�egration num�erique de la masse de la TerreOn poss�ede en G�eophysique des mod�eles globaux de Terre. Pour les con-struire on utilise les donn�ees sismologiques (temps de parcours des ondessismiques en fonction de leur distance �epicentrale et analyse des modes devibration propres de la Terre �a la suite d'un s�eisme); on \inverse" ensuitetoutes ces donn�ees pour obtenir le \meilleur" mod�ele de Terre. La �gure4 repr�esente la densit�e en fonction du rayon de la Terre tir�ee du mod�elePREM, obtenue en 1981 par Dziewonski & Anderson. Le mod�ele PREM esten pointill�es sur la �gure 4. On distingue notamment des discontinuit�es mar-qu�ees en densit�e aux fronti�eres entre couches: Graine-Noyau Liquide, Noyauliquide-Manteau inf�erieur, Manteau inf�erieur-Manteau sup�erieur (transitionde phase �a 670 km en rayon).On veut calculer la masse de la Terre �a partir de ce mod�ele de densit�e.A�n de pouvoir appliquer le même algorithme num�erique qu'�a l'exercicepr�ec�edent, nous avons proc�ed�e �a une r�egression lin�eaire de la densit�e en fonc-tion du rayon a�n d'obtenir une fonction connue �(r). Les r�esultats de cetter�egression sont les suivants:pour r � 1221km, �(r) = 13:11 � 0:0002487 � rpour r � 3480km, �(r) = 13:52 � 0:0009864615 � rpour r � 5701km, �(r) = 7:42 � 0:0005303838 � rpour r � 6347km, �(r) = 9:962212 � 0:001052137 � rpour r � 6371km, �(r) = 482:5542 � 0:07551769 � rLe r�egressions sont repr�esent�ees sur la �gure 4 par les fonctions lin�eaires(droites). 7



Attention: dans les r�egressions, r est en km et � est g cm�3Programmer l'int�egrale de la fonction que vous avez obtenue dans la ques-tion 2.3 en utilisant le même algorithme qu'�a l'exercice pr�ec�edent.4 Repr�esentation des r�esultats sur des objetsImages: Deuxi�eme s�eance du TP44.1 Repr�esentation de la fonction f(x) et la valeur del'int�egrale.Il vous est demand�e de repr�esenter la fonction f(x) ainsi que la valeur del'int�egrale �a chaque pas d'int�egration sur une �gure o�u l'abscisse x varie en-tre 0 et �.Pour cela on vous demande d'utiliser un objet image.4.2 Repr�esentation du mod�ele de densit�e et la valeurde la masse de la Terre en fonction du rayon de laTerreRepr�esenter la fonction � en fonction du rayon ainsi que la valeur de l'int�egraleM en fonction du rayon. Pour repr�esenter � et M(r) sur la même �gure, ilfaudra diviser la masse M par le facteur 1024kg (voir corrig�e �egalement).Utiliser un seconde image.Pour tracer ces fonctions on vous demande de vous inspirer du projet\Dessindroite" qui repr�esente deux segments de droite dans un rep�ere o�u xvarie entre 0 et 10 et y varie entre 0 et 2.C'est �a vous de comprendre comment est programm�ee cetteproc�edure et c'est �a vous de l'adapter.Texte de la proc�edure Tform1.droite1Click de l'unit�e pascal du projet Dessindroiteprocedure TForm1.droite1Click(Sender: TObject);constmarge=40;vari,h,w,a,x0,y0,uy,ux: integer;s: string;begin//d�e�nition de la hauteur et de la largeur de l'objet image1h:=image1.Height;w:=image1.Width;//coordonn�ees du point (0,0) du graphe8



x0:=marge;y0:=h-marge;//nbre de pixels par vecteurs unitaires (ymax=2 et xmax=10)uy:=round((h-2*marge)/2);ux:=round((w-2*marge)/10);With image1.canvas dobeginpen.color:=clBlack; font.color:=clBlack;// dessin des axesRectangle(x0,marge,w-marge+1,y0+1);// dessin des graduations sur (0x)font.size:=18;for i:=1 to 4 dobegina := round(x0+ux*2*i);s := IntToStr(2*i);moveto(a,y0);lineto(a,y0+6);TextOut(a - TextWidth(s) div 2, y0+10, s);end;// dessin des graduations sur (Oy)for i := 0 to 2 dobegina := round(y0-uy*i);moveto(x0,a);lineto(x0-6,a);moveto(w-marge,a);lineto(w-marge-6,a);s := IntToStr(i);textOut(x0 - textWidth(s)- 8,a-5, s);end;l�egendes des axesfont.color := clBlack;textOut(round(w/2),y0+15,'x');font.color := clRed;textOut(x0,marge-30,'f(x)');pen.color:=clRed;dessin de la fonction f : ici 2 segments de droites,les points (1,0.5) et (5,2) sont joints, ainsi que(5,2) et (9,1.5).moveto(x0+ux,round(y0-0.5*uy)); lineto(x0+5*ux,y0-2*uy);moveto(x0+5*ux,y0-2*uy); lineto(x0+9*ux,round(y0-1.5*uy));// titre du graphefont.size:=20;font.color := clGreen;s:='Exemple';textout(round(w/2)-40,0,s);end; with image 9



end;5 Manipulation des donn�ees exp�erimentalesde la �gure 1. (question facultative)Les donn�ees de la �gure 1 sont dans le �chier \DataFig1" que pouvez lire etmanipuler. C'est un �chier qui se pr�esente sous la forme de deux colonnes:abscisses, ordonn�ees.5.1 Calcul de l'int�egraleOn vous demande de calculer l'int�egrale d�e�nie par les points exp�erimentaux(m�ethode des trap�ezes).5.2 Calcul de la valeur moyenne exp�erimentale.On vous demande de calculer la valeur moyenne des points exp�erimentaux.Pour ces deux derni�eres questions, �a vous de voir comment repr�esenterles r�esulats.
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